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8.4Integration of Rational Functions by 
Partial Fractions

• Partial fraction method: Is a method for writing 𝑓 𝑥

g 𝑥
“rational 

functions”
• as a sum of simpler fraction.
• “cover up method “ can be used when g(x) can be written as a 

product of distinct linear  factors
• (the degree of f  must be less than the degree of g , if not⇒use long 

division) 
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التكامل باستخدام الكسور الجزئية 

• بيكون عندي اقتران نسبي لو حاولت اكامله بالطريقة العادية ما بيزبط و لو عن طريق 
موجود عندي اقتران و مشتقته . التعويض برضو بيزبطش لانه مش

• ؟ اذا نعم (يعني ما يكون في عندي  ) انظر الى المقام هل يمكن تحليله الى عوامل خطية 
بنكامل باستخدام الكسور الجزئية بشرط ان تكون اكبر قوة في المقام اكبر من اكبر قوة 
البسط و اذا لما يتحقق هذا الشرط نقوم بعمل القيمة الطويلة 

𝑥2
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Example:
• න

𝑥2+4𝑥+1

𝑥2−1 𝑥+3
 = න 𝑥2+4𝑥+1

𝑥 −1 (𝑥+1) 𝑥+3

• න
𝑥2+4𝑥+1

𝑥 −1 (𝑥+1) 𝑥+3
= 𝐴

𝑥−1
+

𝐵

𝑥+1
+

𝐶

𝑥+3

•
𝑥2+4𝑥+1

𝑥 −1 (𝑥+1) 𝑥+3
=

𝐴(𝑥+1) 𝑥+3

𝑥 −1 (𝑥+1) 𝑥+3
+

𝐵 𝑥 −1 (𝑥+3)

𝑥 −1 (𝑥+1) 𝑥+3
+

𝐶 𝑥 −1 (𝑥+1)

𝑥 −1 (𝑥+1) 𝑥+3

• 𝑥2 + 4𝑥 + 1= 𝐴(𝑥 + 1) 𝑥 + 3 + 𝐵 𝑥 − 1 (𝑥 + 3)+ 𝐶 𝑥 − 1 𝑥 + 1

• When x=-1 ⇒-2=-4B ⇒B=1

2

• When x=1 ⇒6=8A ⇒A=3

4

• When x=-3 ⇒-2=8C ⇒C=−1

4

• න
𝑥2+4𝑥+1

𝑥2−1 𝑥+3
=න

3

4 𝑥−1
+ න

1

2 𝑥+1
+ න

−1

4 𝑥+3
= 3

4
ln|x-1|+ 1

2
ln|x+1|-1

4
ln|x+3|

حللت المقام

العوامل يلي طلعت عندي من التحليل وزعتها ع عدة مقامات و بينهم اشارة جمع
مع فرض مجاهيل في البسوط

وحدت المقامات

ساويت البسط الموجود عندي في 
البسوط يلي فرضتها

بنحل المعادلة باي طريقة بنعرفها

الطريقة يلي بفضلها هي التعويض مكان       و بحل المعادلات يلي 

بتطلع معي
   عادة اختر رقم لما تعوضه يحذف مجهول او مجهولين

بعوض  قيم المجاهيل يلي طلعت معي و بكامل

x
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•Outline Solution 
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express the integrand as a sum of partial fractions 
and evaluate the integrals.

Uploaded By: anonymousSTUDENTS-HUB.com



درجة البسط اعلى من درجة المقام
(قسمة مطولة)الحل 

𝑥3𝑥2 − 2𝑥 + 1

X + 2

−𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥

−2𝑥2 + 4𝑥 − 2
2𝑥2 − 𝑥

3x-2
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Repeated 

Quadrant. And repeated 
بنحط في البسط المتغير أقل بدرجة واحدة
من المتغير يلي في المقام 
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Perform long division on the integrand, write the proper 
fraction as a sum. of partial fractions, and then evaluate the 
integral. 
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Evaluate the integrals 
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Solve the initial value problem for x as a function Of t
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8.7improper integrals

Type 1 Type 2

احدد حدوده او كلاهما  تكون 
∞, −∞

න

−∞

∞

න

−∞

𝑎

න

𝑎

∞

න

𝑎

𝑏

ⅆ𝑥

اصفار الاقتران ، )الاقتران مش متصل عند عدد محدود من النقاط 

(اعداد اذا عوضتها داخل الجذر بيصير عدد تخيلي 

بشرط تكون هاي النقاط داخل الفترة يلي بكامل عليها 

න

2

∞
ⅆ𝑥

𝑥 − 1

Type 1
∞موجود عندي احد حدود التكامل يساوي 

و مش داخل في الفترة يلي ١صفر الاقتران هو 
بكامل عليها عشان هيك ما بعتبره 

Type 2

න

0

2
ⅆ𝑥

𝑥 − 1

Type 2  لان صفر

و ١الاقتران يساوي

داخل في الفترة يلي 
بكامل عليها 

න

1

∞
ⅆ𝑥

𝑥 − 1

Type 1 and 2
Type 1  لانه عندي احد حدود التكامل ∞
Type 2  و داخل في الفترة يلي ١لانه صفر الاقتران يساوي

بنكامل عليها 
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How to find improper integrals 
• Type 1 

• F is continuous on [a,∞) ⇒ 𝑎׬

∞
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

• = lim
𝑏→∞

𝑎׬

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

• ∞bb∞في حدود التكامل بشيل    و بحط بدالها  و بكامل طبيعي بعدها بوجد النهاية عندما   تقترب من    

F is continuous on (-∞, 𝑎] ⇒ ∞−׬

𝑎
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥  = lim

𝑏→−∞
𝑏׬

𝑎
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

 F is continuous  on −∞, ∞  ⇒ ∞−׬

𝑐
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥+ ׬𝑐

∞
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

⇒ lim
𝑏→−∞

𝑏׬

𝑐
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + lim

𝑏→∞
𝑐׬

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

اي رقم في الكوكب

نفس  الرقم

ما عملت اشي جديد غير اني قسمت الفترة الى فترتين
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Example 1:

• න
0

∞
ⅆ𝑥

𝑥2+1
⇒ න

0

𝑏
ⅆ𝑥

𝑥2+1
= lim

𝑏→∞
න

0

𝑏
ⅆ𝑥

𝑥2+1
 = lim

𝑏→∞
ȁtan−1 𝑥 0
𝑏 = lim

𝑏→∞
tan−1 𝑏 − tan−1 0

• lim
𝑏→∞

tan−1 𝑏 , tan−1 ∞ =𝜋

2
 (convergs to 𝜋

2
)

• න
−∞

0
ⅆ𝑥

𝑥2+1
⇒ න

b

0
ⅆ𝑥

𝑥2+1
= lim

𝑏→−∞
න

b

0
ⅆ𝑥

𝑥2+1
 = lim

𝑏→−∞
ȁtan−1 𝑥 b
0  = 

lim
𝑏→−∞

tan−1 0 − tan−1 𝑏

• lim
𝑏→−∞

− tan−1 𝑏 =𝜋

2
 (convergs to 𝜋

2
)

• න
−∞

∞
ⅆ𝑥

𝑥2+1
= න

−∞

0
ⅆ𝑥

𝑥2+1
+ න

0

∞
ⅆ𝑥

𝑥2+1
= 𝜋

2
+

𝜋

2
= 𝜋 (convergs to𝜋)
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Example 2

• න
−∞

−2
2 ⅆ𝑥

𝑥2−1
⇒ lim

𝑏→−∞
න

𝑏

−2
2

𝑥2−1
ⅆx 

• න
𝑏

−2
2

𝑥2−1
ⅆx ⇒ 2

𝑥−1 𝑥+1
=

𝐴

𝑥−1
+

𝐵

𝑥+1
(تكامل بالاجزاء )

• 2=(x+1)A +(x-1)B
• When x =-1 ⇒ B = −1

• When x=1 ⇒ A = 1 

• න
𝑏

−2
2

𝑥2−1
ⅆx= න

𝑏

−2
1

𝑥−1
+ න

𝑏

−2
−1

𝑥+1
 = ln|x-1| -ln|x+1| 

• lim
𝑏→−∞

[ln|x-1| -ln|x+1|]𝑏
−2 ⇒ lim

𝑏→−∞
ln 𝑥−1

𝑥+1
]𝑏

−2 ⇒ lim
𝑏→−∞

ln −3

−1
- ln 𝑏−1

𝑏+1

• = ln3- lim
𝑏→−∞

 ln 𝑏−1

𝑏+1
=ln3 - ln lim

𝑏→−∞

𝑏−1

𝑏+1
(استخدم لوبيتال )

• = ln3 – ln1 = ln3 (converges to ln3)
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Remark 

• If the limit is finite (exists) ⇒ converge to الجواب النهائي يلي طلع معي

• .                المثال الاول كانو كل النهايات موجودة يعني

• If the limit is infinite  (does not exists) ⇒ diverge 

• Example : න
1

∞
ⅆ𝑥

𝑥
⇒ lim

𝑏→∞
න

1

𝑏
ⅆ𝑥

𝑥
⇒ lim

𝑏→∞
lnȁxȁ]1

𝑏=ln∞ = ∞ ⇒diverge

Converges 
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1

𝑝−1
  , if p> 1

∞ ,     if p≤1• Exp * න
1

∞
ⅆ𝑥

𝑥𝑝 ={ 

Exp ** න
0

1
ⅆ𝑥

𝑥𝑝 = {
Exp 3 න

1

∞
ⅆ𝑥

𝑥3 =
1

3−1
=

1

2
  type 1 converge to 1

2

𝐸𝑥𝑝 4 ඲

1

∞

ⅆ𝑥

𝑥
2
3

= ∞  diverge

Exp 5න
0

1
ⅆ𝑥

𝑥
⇒

1

1−
1

2

= 2   converge. To. 2

Τ
1

𝑝−1
هي الاجوبة النهائية للنهاية  ∞

Converge

Diverge

1

𝑝−1
  , if p< 1

∞ ,     if p≥1
Converge

Diverge
(احفظوهم) احفظوهم بس . بديش احكي
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• Type 2

• If f is  discontinuous at a , ׬𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 ⇒ lim

𝑐→𝑎+
𝑐׬

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

• .     من.    حيث ان    تقترب من . بشيل     و بحط

• If f is discontinuous  at b , ׬𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 ⇒ lim

𝑐→𝑏−
𝑎׬

𝑐
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

• .      تقترب من     من.      حيث ان.     و بحط.    بشيل

• If f is discontinuous  at c , a<c<b  ( نقطة داخلية)

• 𝑎׬

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 = 𝑎׬

𝑐
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥+ ׬𝑐

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

• ⇒ lim
𝑑→𝑐−

𝑎׬

𝑑
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥+ lim

𝑑→𝑐+
𝑑׬

𝑏
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

How to find improper integrals 

نقطة عدم الاتصال 

aCCaاليمين

bCCbاليسار
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Example 6:
• න

0

4
ⅆ𝑥

4−𝑥
⇒ lim

𝐶→4−
0׬

𝐶
4 − 𝑥

1

2 ⇒ lim
𝐶→4−

-2 ห4 − 𝑥
0

𝑐
⇒ lim

𝐶→4−
-2 4 − 𝑐--4 

• =-2 4 − 4 + 4 = 4 ( converges to 4)

•Example 7:

•න
0

1
ⅆ𝑥

𝑥
⇒ න

0

1
ⅆ𝑥

𝑥 ൗ1
2

⇒
1

1−
1

2

=2 
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• න
0

1
𝜃+1

𝜃2+2𝜃
ⅆ𝜃 

• 𝜃2 + 2𝜃 > 0 if 𝜃 = 0, −2 ⇒ اقتران اصفار

مش مشكلة لان مش داخل في الفترة يلي بكامل عليها٢-عند ال 

lim
𝐶→0+

න
𝐶

1
𝜃+1

𝜃2+2𝜃
ⅆ𝜃 let u = 𝜃2 + 2𝜃 ⇒du= 2𝜃 +2=2(𝜃+1)

u(1)=3 , u(c)=𝐶2 + 2𝐶

lim
𝐶→0

1

2
඲

𝐶

1

1

𝑢
1
2

⇒ lim
𝐶→+0

1

2
න

𝐶

1

𝑢−
1

2 ⇒ lim
𝐶→+0

1

2
2 𝑢]𝑐2+𝑐

3  ⇒ lim
𝐶→+0

𝑢]𝑐2+𝑐
3

⇒ lim
𝐶→+0

3- 𝐶2 + 2𝐶 = 3 − 0 − 0 = 3 converges to 3

Example 8
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Example 9

• න
1

∞
ⅆ𝑥

𝑥 𝑥2−1
  , type 1&2

• න
1

2
ⅆ𝑥

𝑥 𝑥2−1
+ න

2

∞
ⅆ𝑥

𝑥 𝑥2−1
بقسم التكامل لنصين

• lim
𝑐→1+

න
𝑐

2
ⅆ𝑥

𝑥 𝑥−
2 1

+ lim
𝑏→∞

න
2

𝑏
ⅆ𝑥

𝑥 𝑥−
2 1

• lim
𝑐→1+

sec−1 𝑥 ]𝑐
2 + 𝑠ec−1 𝑥 ]2

𝑏

• sec−1 2 − sec−1 c+ sec−1 b- sec−1 2 = - sec−1 1+ sec−1 ∞ 

• = 0 +𝜋

2
=

𝜋

2
 converges to 𝜋

2

اي رقم في الكوكب بس ما يكون صفر اقتران
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Example 10

• න
0

∞
16 tan−1 𝑥

1+𝑥2 ⅆ𝑥 ⇒ lim
𝑏→∞

න
0

𝑏
16 tan−1 𝑥

1+𝑥2  , let u = tan−1 𝑥 ⇒du= ⅆ𝑥

1+𝑥2

• lim
𝑏→∞

0׬

𝑏
16 𝑢 𝑑𝑢 ⇒ lim

𝑏→∞
8𝑢2 ⇒8 ȁtan−1 𝑥 2

0
𝑏  =8 tan−1 𝑏 2 − 0

• = 8 tan−1 ∞ 2 = 8
𝜋2

4
= 2𝜋2
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We have two tests to check 
convergence And divergence 

Direct comparison Test (DCT) Limit comparison Test (LCT)
F , g are  continuous on [a,∞) such that 0 ≤ f x ≤ g x ,

x ∈ a, ∞ , than if

𝑎׬

∞
g 𝑥 ⅆ𝑥 converge ⇒ 𝑎׬

∞
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 is converge too

If ׬𝑎

∞
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 diverge than ׬𝑎

∞
g 𝑥 ⅆ𝑥 is diverge too

F(x), g(x) are positive and continuous on 
[a,∞) anⅆ lim

𝑥→∓∞

𝑓

𝑔
 or lim

𝑥→𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟

𝑓

g
=L where 0<L<∞ , 

then ׬𝑎

∞
𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 𝑎𝑛𝑑 ׬𝑎

∞
𝑔 𝑥 ⅆ𝑥 both are diverging 

or both are converging 

Ex:න
1

∞
ⅆ𝑥

1+𝑥2 

.              زي ما بدي بس يكون فرض ذكي بحيث اني اكون بعرف هل هو.  بفرض
.             او

F = ⅆ𝑥

1+𝑥2 , g= 1

𝑥2 ⇒ න
1

∞
1

𝑥2 =
1

2−1
= 1 ⇒ converge (by exp*)

lim
𝑥→∞

1

1+𝑥2

1

𝑥2

⇒ lim
𝑥→∞

𝑥2

1+𝑥2 = 1 ⇒ 𝐿 

Than f(x) is convergs too by LCT

Coverage Diverge 

Ex :න
1

∞
sin2 𝑥

𝑥2 ⅆ𝑥

sin2 𝑥

𝑥2 <
1

𝑥2

න

1

∞
ⅆ𝑥

𝑥2 =
1

1
= 1 ⇒ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑠 

Than න
1

∞
sin2 𝑥

𝑥2  is converges too by DCT

Sin اكبر قيمة لل
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•Outline Solution 
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Evaluate the integrals 
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use integration, the Direct Comparison Test, or  the Limit Comparison Test to test the integrals for 
convergence. If more than one method applies, use whatever method you prefer
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• ك، لا رادّ " لي  مري  إ 
ت  ا  وّض  ك، وف  لي  هري  إ 

أ ت  ظ  لج 
 
ك، وأ لي  مري  إ 

لهم وكلت  ا 
ال

ألم ت  من  إلط  ي  كن 
ن  ك ا  جأئ  لا ا ن ت  سب  له ا  ك، لا إ 

 
ع لعطأئ

لك، ولا مأن  ض  ن  لف  "ي 
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